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Introduction

Ces notes de cours sont inspirées du cours de L3 "Introduction & la Mécanique Quan-
tique" dispensé par M. Claude Fabre aux éléves de 'ENS de Cachan. Le but de ce cours
est de fournir les bases de la mécanique quantique aux éléves ne 'ayant encore jamais
abordée auparavant.

On utilisera les notations suivantes :

~ h=6,62x 1073*J - s : constante de Planck
~h=L=11x10"%J"s

— p : quantité de mouvement

— k : vecteur d’onde

— m : masse de la particule

— E : énergie de la particule

— V : énergie potentielle d’ou dérivent les forces s’exercant sur la particule
— w : pulsation de 'onde

— t : variable de temps

- X,y,z : variables de position

— 1 : fonction d’onde quantique de la particule
— 4 : transformée de Fourier de (0

— TF : opérateur transformée de Fourier

— Ot : opérateur adjoint assosié a O

— i : nombre complexe i = —1

Attention : ce document n’est constitué que de notes de cours, un certain nombre de
schémas et de commentaires pouvant aider a la compréhension des phénoménes quantiques
n’ont pas été retranscrits ici.
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Chapitre 1

Le monde quantique

Ce chapitre d’introduction correspond & la diffusion d’'un Powerpoint disponible en
format pdf a I'adresse suivante :

http ://www.phytem.ens-
cachan.fr /telechargement /Module%20L2%20meca%20Q /monde _quantique.pdf
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CHAPITRE 1. LE MONDE QUANTIQUE



Chapitre 2

Particule matérielle & une dimension, fonction

d’onde

2.1 Introduction

On s’intéresse a une particule dans un champ d’énergie potentielle & une dimension
V(x).

2.1.1 Le monde classique

V(X)

| Zone d'évolution

LB R N E_ R X X I

0 x0 x1 %
FiG. 2.1 — Zone accesible a une particule d’énergie E en mécanique classique dans un

potentiel V(x)

Pour une particule classique, I’énergie mécanique est une constante du mouvement

11



12CHAPITRE 2. PARTICULE MATERIELLE A UNE DIMENSION, FONCTION D’ONDE

dans un champ de forces conservatif :

2
p=2 4 V(z) = constante
2m

Les régions telles que V(x) > E ne sont alors pas accessibles & une particule classique.

2.1.2 Le monde quantique

A Yx)

Ot---o—.o.

e
4

%1 .4

F1G. 2.2 — Potentiel quantique

Pour une particule quantique, dans un champ de potentiel nanoscopique, il en est
diffétremment : il n’y a plus de régions interdites comme nous le verrons plus tard.

2.2 Fonction d’onde

A une particule, on associe une onde :

E = hw et = hk

2.2.1 Origine de I’équation de Schrodinger

Connaissant la correspondance onde/particule par les formules de De Broglie, comment
décrire le mouvement d’une particule avec le formalisme des ondes? Pour la lumiére,
Fresnel avait eu l'idée de travailler (avec succés) avec u(7,t) une quantité ondulatoire qui
s’avérait entre E. De méme, Erwin Schrodinger tenta d’établir une équation régissant le
comportement d’une "onde quantique" avec une fonction d’onde (7, t). Pour une onde
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plane :
1/}(1,, t) — woei(k:rfwt)

o = ik = iy

D’ou :
h O
;% = py

oy

Or pour une particule :
2

2
Ezf—m—FV(x)@E@/}:;—m@D—l—V(x)zﬁ

2.2.2 Principe

Le mouvement d’une particule dans un espace a une dimension est décrit par une
fonction complexe continue 1(z,t) qui obéit & I’équation de Schrodinger :

GV o2

Fresnel a remarqué que u? correspondait a I'intensité lumineuse. Par analogie, Born
a donné la bonne interprétation de v : la probabilité de trouver la particule entre x et
x+dx est :

dP = |y(x,t)|* dz

Y (x,t) est appelé amplitude de probabilité.

2.2.3 Conséquences

La seule chose dont on est siir est que la particule existe et est quelque-part :

/m dP = /joo iz, t)” de =1

—0o0 o0




14CHAPITRE 2. PARTICULE MATERIELLE A UNE DIMENSION, FONCTION D’ONDE

1 est donc une fonction de carré sommable. Ceci est une différence avec 'optique :
aucune contrainte n’est imposé sur u?. Ainsi, |1)(z,t)|” est borné par la normalisation mais
pas |u(x,t)]>.

[’équation de Schrodinger est linéaire : si 1) (exemple : chat vivant) et 19 (exemple :
chat mort) sont deux états solutions de 1'équation de Schrodinger, alors toute combi-
naison linéaire aiyy + bhy (chat mort et vivant!) est solution. On a donc le principe de
superposition pour I'équation de Schrodinger, méme si on parle de particules!

De plus, ¥(x,t) et 1 (z,t)e!® décrivent la méme situation physique car ces deux fonc-
tions d’onde donnent la 2méme prgbabilité de présence pour la particule.

9%u 1 9%u

Pour la lumiére, 5*" — 5%¢ = 0 admet des solutions u(x,t) réelles. En revanche,

Y(x,t) est toujours complexe car 'équation de Schrodinger est a coefficients complexes.

2.2.4 Etats d’énergie/fréquence définie

On cherche une solution de la forme :
Y(x,t) = p(a)e™™" = ¢(z)e !

D’apreés I'équation de Schrodinger :

2
< Eg(x)e Tt = —%%26_i§t + V(z)p(z)e it
[—f—m% V()| 6w) = Bola)
On pose H = —%g—f + V(z)- 'opérateur différentiel hamiltonien. Alors ¢ vérifie :
Hé=E¢

E est donc une valeur propre associée au vecteur propre ¢ pour I'opérateur H dans I'espace
vectoriel des fonctions. ¢ est alors un état stationnaire du systéme :

dP = |¢(x)|" = dP(x)

2.3 Quantité de mouvement

2.3.1 Etats de p/k défini
On cherche une solution de la forme :
Y, t) = x(D)e™ = x(t)er”

Alors |1(z,1)]> = |x(t)]” ne dépend plus que du temps et [°dP = [T x(t)dx
diverge... On ne peut donc pas définir de tels états...
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2.3.2 Paquet d’onde
Soit un paquet d’onde :

—+o00

P(p, t)e'hdp

Y(z,t) = \/217T_h

Y(x,t) est donc la transformée de Fourier de v (p,t) :

(. t)

P(z,t)e —IErdy
vl

Pour des fonctions ¢ (x, t) vérifiant de bonnes propriétés mathématiques, on peut donc
trouver des propriétés sur la quantité de mouvement de la particule grace a la fonction

U(p, ).

2.3.3 Formulaire

Formule de Parceval-Plancherel :

“+oo —+00

U1 (p, ) ha(p, t)dp = () 2o (2, t)dp

En particulier :
+oo 2 o0 5
| wof = [ pord -

On a donc une condition de normalisation sur ¢(p,t) aussi.

2.3.4 "Représentation p"

@(p, t) est 'amplitude de probabilité de mesurer la quantité de mouvement de la
particule entre p et p+dp.

2.3.5 Courant de probabilité

Le courant de probabilité renseigne sur I’évolution de ¢ par analogie avec les fluides :

dp

81&0

dzvj +
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Avec Péquation de Schrédinger, p étant Ianalogue de |i]? :

95 _ _9

oxr Ot
o
=V TV

B 2, /% 2 2,2
:.—(waw —z/J*M)

2im ox Or
D’ou :
h o ow o
1= 5 Ve

Pour une OPPH v)(x, t) = 1oe’**=“% on trouve j = % lo|* = p% = pZ = pv comme
en mécanique classique.

2.4 Moyennes statistiques

2.4.1 Mesures sur le systéme

Si la mesure est individuelle, on ne sait "rien" sauf si ¢ = 0 ou si |[¢0| = 1. 1l faut faire
une suite de mesures :

i)

e

_— Mesure =1 Mesure=()

2

0 L X

F1G. 2.3 — Cest la répétition de mesures 0/1 qui donne acces a |i(z)[”

Si on répére N fois la mesure, avec N — 400, aux fluctuations prés :

i(z) = N [y(x)[’
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2.4.2 Moyennes statistiques
Position

A t donné, la valeur moyenne de la position est :

@ =[P

—00

I\ Ipsi(x)P?

p

0 <x>

F1G. 2.4 — Densité de probabilité gaussienne

A t donné, I'écart type est :
Az = \/(z = (22)) =/ (2?) — (x)’
Quantité de mouvement
A t donné, la valeur moyenne de p est :

= [ " o (p)(p)dp

[e.o]

(p) = /_:Op‘z@(p)

A t donné, I'écart type est :

Ap=+/{p* = (1?) =/ (p*) — ()*

17
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Or
- 1 too
TF(pY(p)) = pY(p,t)e " n"dp
27h J_s
1 ho [ [t s
= 5 i0m (/OO Y(p,t)e " dp>
hop(z)
1 Ox
D’ou

| |
\
=

I
\
s. ;f

S5

@

&v

avec P, = ?% Iopérateur "quantité de mouvement selon x".

De méme

avec X = x- opérateur "position selon x".

Généralisation

Pour f quelconque :
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2.4.3 Inégalité de Heisenberg

2

dx Ae R

Démonstration :
xp(z) + /\ha—w

) = /_:o Ox
= /_:O \z1p(2)|* d + Ak :O w(x)*ha¢<x>dx + )\h/_+oo <w(x)*ha¢—(x)>* dx

Ox ~ Ox
400 *
+ A2R2 / % a—wdx

e Oz Oz
+o00 +oo
= (27%) — )\h/ () |* da — A2h2/ w*g—fdx

= (22) = Ah+ 22 () > 0
OrvVAeR,I(A\) >0
Done le polynome I()\) n’a pas de racines
A= -1 (a) () <0 (o) () = 1

De méme avec 2/ = x — () et P’ = P — (p). On obtient alors I'inégalité d’Heisenberg :

AxAp >

DO | St

Cette relation est valable pour toutes les fonctions d’ondes ¥ (z, ).
Si |1h(x)|” est gaussien, alors on a égalité

h
AxAp = =
vAp =3
Si [¢(x)[* a un unique maximum (ou 2 ou 3), alors on a
h
AxAp = quelques 3

Si [1h(z)]” est "compliquée”, alors

Si on a ¥(z) tel que Az est petit, alors Ap est grand. De méme si Ap petit pour @(p),
alors Az est grand. Cette relation est valable pour les ondes en générale car issue des
propriétés de la transformée de Fourier.

Il n’y a donc aucun état quantique pour lequel Ax = 0 et Ap = 0, donc pas de
trajectoire au sens classique du terme. Une particule localisée au repos n’existe pas! Les
variables x et p sont appelées variables conjuguées.

L’inégalité de Heisenberg n’est cependant pas liée a la perturbation du systéme par la
mesure de x et de p!
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2.5 Particule libre V(z) =0

2.5.1 Evolution temporelle

D’aprés I’équation de Schrédinger, comme V(x) = 0,

2 92,72
s _ W

ot 2m Oz

On cherche une solution de la forme t(z,t) = x,(t)e''n . Alors :

2
Pt

L Ox p i
ma—tp = —%Xp(t) = Xp(t) = Xp(0)e"2mn
Xp est de la forme e=™* d’ou la relation de dispersion :

2 2
hw = — & w:%
2m

On en déduit la vitesse de phase et la vitesse de groupe :

hk, p 77,U’7
U¢ = ——— = — = —
2m  2m 2
hk 9,0
'Ug = E ="V

2.5.2 Particule "localisée"
La particule part d’une position "connue" :

2
~ _ (p—pg) 2oz

Y(p,0) = thoe  429% " n

On a alors :
1 _@=00)?
x,t 2 e —_ A VNI C
(. 1)] o An (D)
avec en particulier :
_ pot
() = 22
h? 4Ap?
A’x(t) = t2
x(t) 4Ap? m?

A?z(t) est croissant avec t, on a donc étalement du paquet d’onde.
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2.6 Particule avec saut de potentiel

2.6.1 Solution stationnaire

On recherche une solution stationnaire de la forme 1(xz, t) = ¢(z)e~*#". Alors d’aprés
I’équation de Schrédinger :

(&) + V()(x) = Bo()

2.6.2 Conditions aux limites de ¢(x)
Y (x,t) est continue donc ¢(x) est continue.

8 () = S (V = B)o)

Si V-E est borné, alors ¢'(x) est continue.
Si V-E est infini, alors ¢/(z) n’est pas continue.

2.6.3 Marche de potentiel

A V(x)

0 X

F1G. 2.5 — Marche de potentiel

Pour x<0, ¢" (z) = —22E¢(z) = —k*¢(x) avec k = /22E
D’oi QZS(Z’) — aeik:{: +ﬁ€7ikz

Pour x>0, ¢ (2) = —22(Vy — E)¢(x) = —K2¢(x) avec K = 1/ 205=F)
Dot ¢(z) = vel® 4 je K=
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Or 9(z) est fini en +00 donc v = 0.
Avec les conditions aux limites :

a+ (=9 car ¢ continue
ik(a — ) = —dK car ¢’ continue

a+ =
—ig(a—p)=a+p
a+ =
B —ig) = a(-1—i%)
0= -0

e v

Donc on obtient une solution stationnaire :

K—ik

¢<$) _ _ 2k e—K:c T Z 0

{ ¢(£L‘) _ eikm o K—i—ike—ikm <0
K—ik

AN phi(x).V(x)

Probabilite
/ non nulle

0 X

F1G. 2.6 — Solution stationnaire pour la marche de potentiel

On remarque que contrairement & la mécanique classique, la probabilité de présence
en x>0 n’est pas nulle : la particule peut pénétrer dans la zone interdite classiquement.
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2.6.4 Barriére de potentiel

"\ V(x)

-a/2 0 a2 X

Fi1G. 2.7 — Barriére de potentiel

Les solutions de la marche de potentiel sont transposables ici, sauf qu’on a 6 inconnues
pour 4 équations de continuité... Pour une particule venant de —oo :

P(x) = Bel® 4 ple= K —5<r <3
P(x) = teth® T > 5
V.
[ 2 3
1 A A O<E<WV
Probabilité
non nulle
—~—— |
A4
-a/2 0 a2 X

F1G. 2.8 — Solution stationnaire pour la barriére de potentiel
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Aprés calcul, on trouve que la probabilité de transmission est :

1

V2 .
1 + m Slnh2(KCL)

T — \t|2 -

Il y a donc une certaine probabilité non nulle dépendant de I’énergie de la particule et de
la taille de la barriére que la particule franchisse cette barriére.

2.7 Puits de potentiel

2.7.1 Cas classique

Pour une particule classique dans un puits de potentiel, on peut avoir un état li¢ ou
un état de diffusion. Pour une onde, dans le puits on peut avoir une onde stationnaire.

2.7.2 Conditions aux limites

A V(x)

0 a X

F1G. 2.9 — Puits de potentiel

On cherche une solution stationnaire ¢ (z,t) = ¢(z)e'n" avec ¢ et ¢ continues. Ici on
ne s'intéresse qu’au cas ou Vy — +oo (puits infini). Dans ce cas, on montre que ¢(z) =0
en dehors du puits, que ¢ reste continue mais pas ¢'.

2.7.3 Résolution pour le puits infini

Pour x<0 et x>a, ¢(x) =0

Pour z € [0,a], ¢”(z) = —22E¢(x)
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2mE
RZ

Posons k? = alors

o ‘ ¢(a) =0 = Asinka + Bcoska
gb(m)-Asmkx%—Bcoskx{ 0— B

Donc ka = nm avec n € Z* : 'énergie est quantifiée :

La particule ne peut occuper que des niveaux d’énergie quantifiés. Il se forme alors une
onde stationnaire dans le puits car avec les formules de De Broglie, on obtient :

2.7.4 Etat fondamental

C’est I’état de plus basse énergie pour n=1: Fy = ;;7;22 En mécanique classique, 1’état

de plus basse énergie pour une particule est E=0, de méme pour une onde stationnaire.
En mécanique quantique, E=0 est interdit : il existe une énergie minimale dite énergie de
point zéro.

D’aprés l'inégalité d’Heisenberg, dans le puits infini Az < a donc Ap > ﬁ > %
donc p=0 est interdit. Ainsi, méme si (p) = 0, A?p = (p?) & <%> > % donc I'énergie

cinétique moyenne n’est pas nulle.

2.7.5 Puits de potentiel fini

Si Vj est fini, alors il y a un nombre fini de niveaux d’énergie pour E, < V. Si E > V4,
alors E n’est plus quantifiée (continuum de niveaux).
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Chapitre 3

Approche matricielle : systémes a deux
niveaux

3.1 Approche matricielle

3.1.1 Puits infini

Les états ¢, (z) = \/gsin "7 forment la base de la série de Fourier. Ainsi pour toute

fonction d’onde 1 (x) entre 0 et a :
U(@) = 3 cata()
On définit le produit saclaire par :
(o) — [ @gta)ds

¢ 2
— d
i — [ 1@
(Pn|dns) — Oprp ainsi ¢, est orthonormée

(V]| pnr) — cr

Un état quantique est donc une liste de coefficients complexes :
Co
P(z) = | : avec N niveaux
CN

27
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3.1.2 Notations de Dirac

On(z) s'écrit |¢,) ("ket") :

0
|pn) = | 1 | < n-iéme ligne
0
Co
CN n

On pose aussi les "bra" (| = (¢ - - - ¢§) la matrice ligne transconjuguée du ket.
Le produit scalaire s’écrit alors :

+o0

Ve (@)de =) e, = (g ci) | = (¥[y)

—00

3.1.3 Valeur moyenne

+oo
=Yoo [ oion(orts
= (] X |¢)

avec X la matrice carrée opérateur de coefficients X, = fj;o Ok (x)xdp (x)d.

On remarque que X, = X, donc X est un opérateur autoadjoint ou hermitien :

X*=X
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3.2 Etats de polarisation de la lumiére

3.2.1 Rappels classiques

Soit une onde électromagnétique plane et harmonique se propageant vers les z crois-

sants : .
E = (\é&; + pé;)e'th==eh

Polarisation rectiligne : (A, ) € IR? : A = Eycosf, u = Eysinf

Polarisation circulaire gauche : A = o =1

3.2.2 Etats de polarisation du photon

A un photon polarisé suivant €; on associe le vecteur d’état |e,). De méme suivant €, :
ley). |ex) et |e,) sont des éléments de I'espace vectoriel des états de la lumiére. L’état du
photon est décrit par :

(A p) €C?

[6) = Mea) +pule,) avec { e

lex) et |e,) forment une base orthonormée (BON). Un photon polarisé & 6§ = 45f est
décrit par :
V2

|as) = 7(|€m> + ley))

3.2.3 Polariseur

Soit un photon polarisé & 45. Ce photon, qui ne peut pas étre coupé en deux, a alors
"intuitivement" 50% de chances de traverser le polariseur et 50% de chance d’étre réfléchi.
Si le polariseur laisse passer les photons polarisés suivant €, et réfléchit ceux polarisés
suivant €, cette distribution de probabilité se retrouve par la mécanique quantique :

— la probabilité de transmission est \(ey]w>|2 =1

2
~ la probabilité de réflexion est |(e,|1h)|* = i
Aprés étre passé par le polariseur, alors a coup str :
— le photon transmis a pour vecteur d’état [Yapres) = |€x)
— le photon réfléchi a pour vecteur d’état |Yapres) = |ey)
La mesure transforme l'incertitude quantique en certitude pour 1’état "conditionnel",

c’est-a-dire une fois le résultat d’une premiére mesure connu.

Si on tourne le polariseur de 457, alors :
— le photon est transmis & coup str si 1)) = |iy5) = \/75(|6I> + ley))

— le photon est transmis a coup sir si [¢0) = |¢_y45) = \/75(‘6$> —ley))
Si le photon incident a un vecteur d’état ) = X |e,) + pt|ey), alors la probabilité de
transmission est :

=[G ) (3 <l =B

2 ‘L(Aﬂt)

NG




1
2
1
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Ainsi :
i i) = [e,), alors (s |¢)*
st 1) = |ey), alors ()|
— si [th) = [t)45), alors |<¢45|1/1>|2 =1
= i |¢) = [th_45), alors [(Yu5]1))

F=0

CHAPITRE 3. APPROCHE MATRICIELLE : SYSTEMES A DEUX NIVEAUX

3.3 Spin d’une particule, dispositif de Stern-Gerlach

3.3.1 Mesure d’'une composante du moment magnétique

Filament chauffant

Diaphragn

3]

/N

\\..
/
.'/.\ i )
SAgh

Enceinte a vide

\

Mz=<=0

i

M B=(B+az)e.+...

Aimant

FiG. 3.1 — Dispositif de Stern et Gerlach

Z

Dans une enceinte a vide, un filament chauffe une poudre d’argent. Ainsi, quelques
atomes d’argent vont pouvoir s’échapper de leur boite et passer le diaphragme. Le dispo-
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sitif est tel que les atomes sortant du diaphragme ont une trajectoire quasi-horizontale.
Ensuite, si 'atome posséde un moment magnétique, alors I’aimant va dévier sa trajectoire
vers le haut ou vers le bas suivant son orientation.

L’énergie d’un atome dans ce champ B est :

E=—M-B=—M,(By+az)
D’ou la force résultante selon z :
F, =aM,

En physique classique, on obtiendrait une répartition gaussienne de M, centrée en
z=0:

FiG. 3.2 — Résultat attendu en physique classique

Mais Stern et Gerlach ont obtenu :

0

Fic. 3.3 — Résultat obtenu...
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On a donc une quantification spatiale : on n’obtient pas une distribution continue de
valeur de M, mais deux valeurs seulement +up appelé "magnéton de Bohr".

3.3.2 Etats d’un spin 1/2

+up est caractéristique du "spin 1/2".

On pose deux états :

— |+2) : vecteur d’état d’un électron donnant +pup
— |—2) : vecteur d’état d’un électron donnant —ug
Alors pour tout électron, le vecteur d’état s’écrit :

) = Al42) + il =2)
La probabilité d’aller sur la tache +ug est donc :

(el = A



Chapitre I

Principes généraux de la mécanique
quantique

4.1 Etats d’un systéme physique

4.1.1 Premier principe

Théoréme 1. Un systéme physique "parfaitement préparé” est décrit par un vecteur
d’état 1) appartenant & un espace de Hilbert E. L’espace de Hilbert considéré est un
espace vectoriel a coefficients complexes muni d’un produit scalaire hermitien.

Le produit scalaire entre les ket |11) et [1ha) est noté (1]|1s)

Le ket |1) décrivant un systéme physique est normé :

(W) =1

Gréce a la propriété de linéarité, on a le "principe de superposition" : si |11) et |¢s)
sont deux états solutions, alors toute combinaison linéaire de ces vecteurs est solution
(paradoxe du chat de Schrédinger).

Pour deux fonctions d’onde :

—+00

(¢1]t2) = 1 (@) ¢a(z)da

E peut étre muni d’une base orthonormeée |f,,) avec n € N, ou |«) avec v € R :

{fulfar) = O notation de Kronecker

(ala’y = 6(a — ') notation de Dirac

Ainsi, pour tout vecteur d’état |¢) :

) = Z/\n | fn)
©) = [ Aa)ja)da

oo

33



34  CHAPITRE 4. PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

4.1.2 Bra et ket

|t1) est un ket de E
(2] est un bra de E* I'espace dual des formes linéaires [¢)) € E+— xz € C  Alors si
on applique la forme linéaire (15| au vecteur [¢;) de E :

<¢2‘ (W1>) = <1/J2W1>

4.2 Grandeurs physiques

4.2.1 Principe P2

Théoréme 2. A toute grandeur physique mesurable A est associé un opérateur linéaire
hermitien (ou autoadjoint) A appelé observable dont les vecteurs propres |u,) associés auz
valeurs propres a, forment une base orthonormée de l’espace des observables E.

Soit |1) une fonction d’onde alors :
— la position est donnée par :

Y(x) = ()

— l'impulsion est donnée par :
p hoy
—_— ——
i Ox

Posons P, le projecteur sur le sous-espace propre associé a a,, :

()

P2=P,  P,Py=0sin#n
Si la valeur propre est non dégénérée (dimFE,=1) :

Si la valeur propre est dégénérée (dimFE,, >1), avec {|u})} base de E, :
A= Yt

4.2.2 Mesure d’une grandeur physique

Théoréme 3. La mesure de A ne peut donner comme résultat qu’une valeur propre de
A (a, réels car A est autoadjoint). Le résultat d’une mesure unique est aléatoire. Si on
répéte les mesures sur des systémes préparés dans U'état |1), la probabilité de mesurer a,,
vaut :

Bl

Pyy(an) = ‘




4.2. GRANDEURS PHYSIQUES 35

4.2.3 Conséquences

Si 1) est un état propre de A avec pour valeur propre Ung

2_{1 sin=ng

) 0 sin # ng

Pyy(an) =

Le résultat est donc certain.
Si la valeur propre est non dégénérée :

Pyy(an) = ll[un) (wal)|* = [{un|9)|?

Si la valeur propre est dégénérée :

Pyy(an) =

= [{ualw)[”

Lorsqu’on effectue la mesure de M, (moment magnétique d’une particule suivant Oz),
on a deux valeurs possibles 5. Comme {|4+.),|—.)} forme une BON de E, alors M, est
diagonale dans cette base avec les valeurs propres (mesures possibles) sur sa diagonale :

. 5 0
M= "
0 —UB
Lorsqu’on mesure la position zy d’une particule associée a 'opérateur X, au vecteur
|zg) on associe la fonction d(z — ). Ainsi :

X |Z0) = 20 |T0)
Py (w0) = [{zo|th)|?

+oo
‘/ 0(x — zo)(z)dx
= [(

5UO)|

2

De méme pour I'impulsion p.

4.2.4 Quelques relations utiles

Passage a I'espace dual :
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Pour toute fonction d’onde |¢) :

[0 =Y fun) (ual))

) = [ la) (alu) da
On en déduit les relations de fermeture :

Z |Un) (un| =1

n

/da|a> (o =1

4.2.5 Valeur moyenne

La valeur moyenne de A est :

(A) = (Y| Aly)

Puis A4 = 1/ (42) — ()? = /(A - (A))
On pose 64 = A — (A) Popérateur fluctuation.
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4.2.6 Commutation des observables

Méme si on a AB = BA, on n’a pas forcément
opérateurs :

B = BA. On introduit donc les

Exemple fondamental :

Dans l'espace des fonctions d’onde ¢ (z) :

- X y(a) — a()
- P @D(:E) — %g—f
Alors :

- PXi(a) — 50
KR o) aty
Donc PX # XP

Autre exemple

mzHMzz(uB 0 )

0 —us

mxr—>Mx:(MB 0 )
0 —up

Or |£,) = 2(|+.) £ |—.))

Donch:( 0 ns

p 0 ) sur la base {|+.),|—.)}
B

[M@MJ—m@<?‘§)¢o

sur la base {|+.),|—.)}

sur la base {|+4),|—2)}

Propriété :

Si 121, B| = 0, il existe une base de vecteurs propres communs a A et B dans I’espace
des observable.
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4.2.7 Ensemble complet d’observables qui commutent (ECOC)
(chapitre tiré du Cohen-Tannoudji)

Considérons une observable A, et une base de € constituée de vecteurs propres |u’) de
A. Si aucune valeur propre de A n’est dégénérée, les divers vecteurs de base de £ peuvent
étre repérés par la valeur propre a, ('indice i dans |uf) est dans cas inutile). Tous les sous-
espaces propres &, étant alors de dimension 1, la donnée de la valeur propre détermine
de maniére unique le vecteur propre correspondant (& un facteur multiplicatif prés). En
d’autres termes, il existe une seule base de £ formée des vecteurs propres de A (nous ne
considérons pas comme distinctes deux bases dont les vecteurs sont proportionnels) ; on
dit alors que I'observable A constitue un ECOC.

Si au contraire certaines valeurs propres de A sont dégénérées (il suffit que I'une d’elles
le soit), la situation est différente : la donnée de a,, ne suffit plus toujours a caractériser un
vecteur de base, puisqu’aux valeurs propres dégénérées correspondent plusieurs vecteurs
indépendants. Dans ce cas, la base des vecteurs propres de A n’est évidemment plus
unique : on peut en effet prendre n’importe quelle base & 'intérieur de chacun des sous-
espaces propres &, de dimension supérieure a 1.

Prenons alors une autre observable B qui commute avec A, et construisons une base
orthonormée de vecteurs propres communs & A et B. Par définition, A et B forment un
ECOC si cette base est unique (& un facteur multiplicatif prés pour chacun des vecteurs
qui la constitue), ¢’est-a-dire si, a chacun des couples possibles de valeurs propres {a,, b, }
il correspond un seul vecteur de base. Ainsi pour que A et B constitue un ECOC, il suffit
que a l'intérieur de chacun des sous-espaces dégénérés &,, les valeurs propres b, de B
soient toutes distinctes pour chacun des vecteurs propres dégénérés de A.

Si pour au moins un des couples possibles {a,,, b, }, il existe plusieurs vecteurs indépen-
dants qui soient vecteurs propres de A et B avec ces valeurs propres, I'ensemble {A, B}
n’est pas complet. Ajoutons-lui alors un troisiéme observable C qui commute a la fois
avec A et avec B. On peut reprendre le méme raisonnement que précédemment en le gé-
néralisant : lorsqu’au couple {ay,, b,} correspond un seul vecteur, celui-ci est forcément un
vecteur propre de C; s’il en existe plusieurs, ils forment un sous-espace propre &, , dans
lequel il est possible de choisir une base constituée de vecteurs qui soient aussi vecteurs
propres de C. On construit ainsi dans l'espace des états, une base orthonormée formée
de vecteurs propres communs & A,B et C. A,B et C forment un ECOC si cette base est
unique c’est-a-dire si la donnée d’un ensemble de valeurs propres {a,,b,, ¢} de AB,C
caractérise un seul vecteur propre de cette base. Si ce n’est pas le cas, il faut ajouter une
observable D qui commute avec chacun des trois opérateurs et ainsi de suite.

Un ensemble d’observables A,B,C... est un ensemble complet d’observables qui com-
mutent sl existe une base orthonormée de vecteurs prorpes communs el si cette base est
unique aux facteurs de phase pres.

Pour un systéme donné, il existe une infinité¢ d’ECOC. Le choix de 'ECOC se fait
pour chaque probléme suivant des critéres de simplicité pour classer les états de base du
systéme. Ni la nature, ni le nombre des observables constituant un ECOC ne sont a priori
fixés.
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4.2.8 Inégalité de Heisenberg
Inégalité de Cauchy-Schwartz :

(B < llel* 181"

Soit |1)) quelconque :
1 AB )| < (wl 42 [w) (w] B2 )

AB = %(AB _BA+AB+ BA) = % ([4.8] +{48})
([18)) ([
({a8)") - ({4.5})
Donc <[A,B]> c iR et <{A,]§}> cR

Ainsi {([a8))] + 1 |({AB)] < (&) ()

i
2,
~ 1

AN

Maintenant, si on remplace A par §A et B par §B., on retrouve [5121,53} = [fl, é] et
% <5/15f>’ + 5B5A> est appelé fonction de corrélation Cyp.

Ainsi A2ANB > 1[([4,B] >\2 +C3y

AAAB >

N

N | —

Par exemple, AzAp > L |ih| =2
Si [fl, E] = 0, alors seulement dans ce cas on peut avoir AA =0 et AB = 0. De plus, si
|1h) est un état propre |u,) de A, alors :

Aluy) = ap |u,) = <A> = a,

A7 |un) = a?m |tn)

<AQ>:a2:<A>2:>AA:O:>AB—>+oo

n
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4.3 Evolution temporelle

4.3.1 L’opérateur hamiltonien

Soit un systéme isolé ou soumis & des contraintes extérieures fixes, il existe une énergie
classique &, dépendant des paramétres du systéme x,p,M,... et des contraintes B,V(x)...
a laquelle est associé I'opérateur énergie ou hamiltonien :

H=E/(X,P,M,.. BV&),.)
Quand on ne sait pas si deux opérateurs commutent, on utilise la régle :

1 ~ 4 A A
xp:pxl—>§(XP+PX)

4.3.2 Equation de Schrodinger

Théoréme 4. Si a t=0 le systéme est dans U’état 1), & tout instant t il est alors dans
Pétat () tel que :

H peut dépendre du temps.

4.3.3 Eléments propres de H

On se place dans le cas ou H est indépendant du temps. H est un observable donc il
existe |¢,) et E, (ici indépendants du temps) tels que :

Si on effectue une mesure de 'énergie du systéme, on ne peut trouver qu’une valeur
propre F,, de H d’oi une discrétisation de ’énergie.

d

{ (onl HT = E; (0] _ h<¢ 4 |¢<t>>> — (0]  [(1))

Ainsi comme ¢,, est indépendant du temps :
L d

_;Ent

<¢n‘w(t)> = <¢n|¢(0)> e
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E
On pose w,, = 5»

Or W}> = Zn ’¢n> <¢n|w> donc :
0) =3 (Gulto(0)) e [

n

i Ent

On pose U(t,0) [¢(0)) I'opérateur d’évolution. Comme e % |¢,) = o |dn),

) = S (al(0)) e d) = e [4(0))

n

Donc U(t,0) = e & si H est indépendant du temps.

4.3.4 Théoréme d’Ehrenfest

Pour A une grandeur physique, classiquement A dépend du temps. Or si A est indé-
pendant du temps, on a quand méme <A> = (| Ap) = <A> (t)

% (Ay0 = (5 1) Al + 94 )+ (A (1)

Or —ihd (¢(t)] = (¥(¢)] H' = (4(t)| H. Alors aprés calcul, on obtient le théoréme
d’Ehrenfest :

4.4 La mesure dans le monde quantique

4.4.1 Exemples
Energie

On peut mesurer le niveau d’énergie d’un systéme par spectroscopie soit en étudiant
la transmission optique du systéme soit I’absorption pour différentes longueurs d’onde.
Position

On peut mesurer la position par des méthodes optiques (microscope bien que "I’éclai-
rage" perturbe le systéme), ou par des diaphragmes suivi de détecteurs de particules.
Impulsion

On peut mesurer I'impulsion par une double mesure de position, une mesure filtrante
ou par une méthode optique (mesure de ’effet Doppler).
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4.4.2 Mesures successives

Théoréme 5. La probabilité de trouver un couple ordonné (a,,b,) de résultats pour les
mesures des grandeurs successives A et B sur un systéme décrit par sa fonction d’onde

|v) vaut :

le)<am7 bn) = anm ) i = (Y| Pm@npm |9)

Mesures succesives de A

A R R 2
Py (an, aw) = (| By Py Py |00) = S || B |w>H

On ne peut jamais mesurer deux valeurs propres différentes a la suite pour un méme
objet (rassurant...).

Mesure de A puis B

Si [fl, E] = 0, il existe une base de vecteurs propres communs donc [ﬁm Qm} =0et

2

Py (bm) = ||Qun 1)

. La mesure de A ne perturbe pas la mesure B qui suit.
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Si [A,B] =# 0, alors [pn,QAm} # (0 a priori et :

Py (by, aprés mesure de ay,) # Py (by, seul)

By (@n; bn) # By (b, an)

Le résultat des mesures dépend alors de ’ordre dans lequel elle sont opérées.

4.4.3 Mesure conditionnelle

Aprés avoir fait une mesure de A et obtenu a,,, la probabilité de trouver ensuite b,
connaissant a,, est :

R’LM (an()? bm)

o Culltnd) = =5 )
no

4.4.4 Etat conditionnel du systéme

Théoréme 6. Apres une mesure de A donnant comme résultat a,,, le systéme est dans
l’état :

‘¢§sz> _ pno )

o]

Ensuite, les probabilités de mesures de nouvelles grandeurs physiques sur cet état
conditionnel sont égales aux probabilités conditionnelles.

Par exemple, pour X , aprés avoir mesuré la position xy du systéme, celui-ci est dans
I'état 1., = 6(x — o). On dit qu’on a effondrement du paquet d’onde.

4.4.5 Exemple d’effet physique de I’appareil de mesure

En ce qui concerne la mesure de la position ou de I'impulsion (par des diaphragmes par
exemple), plus la précision sur la mesure de la position sera grande (fente étroite), plus
la précision de la mesure I'impulsion sera faible (inégalité d’Heisenberg) et inversement.

Par exemple, dans l'expérience des trous d’Young, on sait qu’on obtient une figure
d’interférences si et seulement si on ne cherche pas a savoir dans quel trou est passé la
particule. Lorsqu’on cherche cela, alors bizarrement la figure d’interférences disparait et
on retrouve ce qui serait attendu classiquement.
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Ecran

Diaphragme

Trajectoire
des particules

Figure d'interférences

FiG. 4.1 — Expérience des trous d’Young avec des particules

En effet, on a :
hka si A

—hka siB

Or pour savoir dans quel trou est passé la particule, on mesure I'impulsion a I’écran.
Il faut donc

pr = hksina =~ {

1
Ap, << hka < Ax >> T d’aprés I'inégalité d’Heisenberg
!

A D
S A >> ——
27 a

< Az >>14 linterfrange

La précision demandée pour savoir dans quel trou est passée la particule provoque une
trés grande incertitude sur la mesure de la position d’arrivée sur I’écran de celle-ci, bien
supérieure a la taille de 'interfrange, ce qui brouille la figure d’interférences observée par
Iécran.



Chapitre 5

Oscillateur harmonique a une dimension

5.1 Rappel classique

\ V(x)=mw.*x%2

-

F1G. 5.1 — Potentiel harmonique

Les équations du mouvement d’une particule de masse m dans un potentiel harmonique

de la forme V(z) = $mwiz? sont :

x = xo cos(wot + @)
p = —mwoxo sin(wot + @)

L’énergie minimale pour un tel systéme est atteinte pour E=0 avec zy = 0.

45
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5.2 Approche fonction d’onde

On recherche des solutions stationnaires & 1’équation de Schrodinger de la forme
i E . .
Y(x,t) = ¢(x)e "*" dans un potentiel harmonique V(z) = tmwiz? :

—%qﬁ” (x) + V(z)p(x) = E¢p(x)

¢ est de carré sommable. Or les solutions de carré sommable pour cette équation
n’existe que si :

1

D’ou les solutions :

onle) = 73 e ()i
n(r)=m n(—)e 2
Vv2rnla a
avec a = /1 et H, le polynome de Hermite de degré n.
mwo
A T'état fondamental (n=0), on a :
~ Ey = 3hw # 0
IQ
— ¢o(z) = W‘i\%e—?2:> Azr = %
~ 1, —ap
— ¢0(p) = 71'_4\/—},1@ 2n2 => Ap = ﬁi

On a donc AzAp = L. 1\/£ais pourquoi Ey # 07 On a (z) = 0 et (p) = 0 donc
(z?) = A%z et (p*) = A’p ~ 7 par I'inégalité d’Heisenberg. Donc :

0 a Ax

FiG. 5.2 — Existence d’un minimum non nul pour I’énergie moyenne d’une particule dans
un potentiel harmonique
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5.3 Approche matricielle

5.3.1 Hamiltonien

5.3.2 Opérateurs a,a’, N

On pose a 'opérateur annihilation et a' 'opérateur de création :

1 ~

i =—(X +iP)
2

PR PP

a' = —(X —iP)
2

[d,cﬂzl
N =dfa

On a a # a' donc leurs valeurs propres ne sont pas réels a priori. Mais N = Nt donc
les valeurs propres de N sont réelles. De plus, comme N = $(P? + X? — 1), on a:
1 1

) = hwo(aa’ + <)

H = hwo(N + -
o( +2 5

5.3.3 Eléments propres de N

Valeurs propres : démonstration tirée de Mécanique quantique, p.497 de Claude
Cohen-Tannoudji

Lemme 1. Propriété des valeurs propres de N :
Les valeurs propres v de opérateur N sont positives ou nulles.

Considérons en effet un vecteur propre |¢,) quelconque de N, et écrivons que le carré
de la norme du vecteur a |¢,) est positif ou nul :

la|g)|” = (¢|aTale,) >0
= (¢u| N |60)
= v (d,]6y)

=v>0
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Lemme 2. Propriétés du vecteur a |p,) X
Soit |¢,) un vecteur propre (non nul) de N, de valeur propre v :

1. Siv =0, le ket a|p,) est nul

2. Siv >0, le ket a|p,) est un vecteur propre non-nul de N, de valeur propre v — 1

L. ||la]¢,)||* = 0si v =0 d’aprés le lemme précédent donc a|¢,—o) = 0

2. Supposons maintenant v > 0. D’aprés le lemme précédent, alors a |¢,) est alors non
nul puisque sa norme est strictement positive.

Oron a []\7,&} = —a donc :
[N7&:| ’¢V> = _&|¢V>
& Nalg,) = aN|¢,) —a|oy)

& Nialg,) = avl|e,) —a|dy)
& Nalp,) = (v—1)ale,)

ce qui démontre que a |, ) est vecteur propre de N de valeur propre associée v — 1

Lemme 3. Propriétés du vecteur a'|¢,) :
Soit |¢,) un vecteur propre (non nul) de N, de valeur propre v :

1. a'|¢,) est toujours non nul.

2. al|¢,) est un vecteur propre non-nul de N, de valeur propre v + 1

1. De la méme maniére que précédemment :

at|o,)||” = (bl aat |6,) = (6| N +1]d,) = (v +1)

D’aprés le lemme 1, comme v > 0, le ket a' |¢,) a toujours une norme strictement
positive donc n’est jamais nul.

-~ ~

2. De la méme maniére que précédemment, comme on a [N, aq =af:

N.at] o) = alo,)

& Natlg,) = alN|e,) +at|¢,)
& Natlg,) = alv|e,) +al|¢,)
& Nal|g,) = (v + 1t |o,)
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Maintenant, utilisons ces lemmes pour montrer que les valeurs propres de N sont les
entiers naturels.

D’aprés le lemme A, v > 0. Supposons tout d’abord que v n’est pas entier. Nous allons
montrer qu'une telle hypothése est contradictoire avec le lemme 1 grace aux lemmes 2 et
3, et doit par suite étre exclue. Si v n’est pas entier, on peut trouver un entier n > 0 tel
que :

n<v<n+l1

D’aprés le lemme 2, chacun des vecteurs a? |¢,) pour 0 < p < n est non-nul et vecteur
propre de N avec la valeur propre v — p.

Valeurs —_— ven+1 v-1 \
propres
| | I ............ | I | >~
I | | | | I =
) 0 1 2 n-1 n n+l
Vecteurs . L
propres @ Iphi > a" |phi > a|phi > |phi>

F1G. 5.3 — En faisant agir 'opérateur a plusieurs fois sur |¢,), on construit des vecteurs
propres de N de valeurs propres v — 1, — 2, etc...

La démonstration se fait de proche en proche : |¢,) est non nul par hypothése; a? |¢,)
est non nul (car v > 0) et correspond a la valeur propre v —1 de N...; G”|¢,) s’obtient par
action de a sur a?~! |¢,), vecteur propre de N avec la valeur propre v — p+ 1 strictement
positive, puisque p < n et que v > n.

Faisons maintenant agir a sur le ket @™ |¢,). Comme v —n > 0, 'action de a sur a” |¢,)
donne un vecteur non nul (lemme 2); de plus, toujours d’aprés le lemme 2, a"|,) est
alors vecteur propre de N de valeur propre associée v —n — 1, stricement négative. Si v est
non entier, nous pouvons donc construire un vecteur propre non nul de N avec une valeur
propre strictement négative. Comme ceci est impossible d’aprés le lemme 1, ’hypothése
que v est non-entier est a rejeter.

Que se passe-t-il maintenant si v = n avecn € N7 a" |¢,,) est non-nul et vecteur propre
de N avec la valeur propre 0 (ce qui est autorisé par le lemme 1). D’aprés le lemme 2, on
a donc que a"™! |¢,) = 0. La suite de vecteurs obtenue par action répétée de opérateur a
sur |¢,) est donc limitée lorsque n est entier; on ne peut alors jamais obtenir un vecteur
propre non nul associé a une valeur propre strictement négative.

En conclusion, v ne peut étre qu’un entier n non-négatif.

On peut alors utiliser le lemme 3 pour montrer que le spectre de N comprend effecti-
vement tous les entiers positifs ou nuls. Nous avons en effet construit plus haut un vecteur
propre de de N de valeur propre 0 (@™ |¢n)) ; il suffit alors de faire agir (fﬂ)]c sur un tel
vecteur pour obtenir un vecteur propre de N avec la valeur propre k ou k est un entier
positif quelconque.
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Vecteurs propres

Comme N |¢o) = alé|do) = 0, on a ||a|do)||> = 0 = a|do) = 0.

ar¢o>:o@%<k+m>|¢o>=o

& X6o(X) + i 60(X) = 0
& @h(X) = —Xeo(X)

x2

& go(X) =7 Ve S

Le sous-espace propre &, associé a la valeur propre n=0 est donc de dimension 1.

De plus, Na |¢1) = (1 —1)a|¢1) = 0 donc a |¢py) est un vecteur propre de N de valeur
propre 0 donc al|¢,) € & < ald1) = N|go). Ainsi |¢1) = a'a ) = Aal|po). Le sous-
espace propre & associé & la valeur propre n=1 est donc de dimension 1.

Cherchons maintenant la valeur de \ :

($1]¢1) = 1 & |A|* (po] aal |go) = 1
& N =1 avecaal =afa+1=N+1

On a donc A = £1, or les solutions stationnaires sont valables a une phase prés donc
on choisit A = 1 et |¢;) = a' |¢g). Par récurrence, avec a' |¢,) = A, |¢ns1), on obtient :

(dul 40" [Dn) = |Anl® (Brs1|nsr)

sn+1=|\)

SN, = vVn+1

Donc
1

vn+1

De méme, avec a|¢,) = pi, |¢n_1), on obtient :

|¢n+1> = dT |¢n>

<¢n| a'a |¢n> = ’:un|2 <¢n71|¢n—1>
<n = ’Mn|2

<:>ﬂn:\/g

Donc

@ |¢n) = Vnldn-1), avec aldg) =0
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Niveaux d’énergie

F160) = Ren(N + 3) |62} = hso(n + 5) [6,)

On a donc, pour 'oscillateur harmonique :

Fonctions propres |¢,)
[0ni1) =~ [6) = [60) = =it [dn1) = ——(a1)" |60)
n+1 \/H——H n n \/ﬁ n—1 n‘ 0

On en déduit les fonctions propres :

e T e

51
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Chapitre

Le moment cinétique

6.1 Rappel classique

Dans un espace classique a 3 dimensions, pour une particule ponctuelle, le moment
cinétique est :
L=7Ap
dL -
% = Mforcesaparticule

Pour un systéme isolé a force centrale, M = 0 donc L est constant. Pour un mouvement
circulaire, L = IQ) avec I le moment d’inertie mr?.
Le moment magnétique est :

T

6.2 Opérateur moment cinétique

On se place dans Pespace des fonctions d’onde a 3D ¢(x,y, z,t). On définit alors les

opérateurs :

U=y ﬁy:;@
=z p.=1z

On a alors les relations de commutation :

[iapAa:} = [Qaﬁy] = [&ﬁz] =1ih
[2,py] = [2,0:] =0
[, P2) = [9,P:] =0
[737 Ay] - ['f:7]§;v] =0

93
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6.2.1 Définition 1

L=FAp
L, 2 b
[A/y =1y |A| by
L z P2

6.2.2 Relations de commutation

Aprés calculs, on obtient :

[lfx, [:y] = ih[:z et permutations circulaires
S92 4
[ L,Li] =0, Vi€ {x,y,z}

6.2.3 Definition 2
Soit J un opérateur vectoriel hermitien. Alors J est un moment cinétique si et seule-

ment si [JAI, jy] = ihjz (et permutations circulaires). Soit fl et jg deux moments ciné-

tiques tels que V(i,1) € {z,y, 2}, [fh, j21:| = 0, alors J; + Jo est un moment cinétique.

6.2.4 Eléments propres de J2 et J,
Soit |7, j, m) un vecteur propre de J? tel que :

2|1, j,m) = j(j + 1)K |7, j,m) avec j >0
J. |7, j,m) = mh|T,j,m) avec m € R

<7',j, m‘T/,j/, m'> = 6jrj5mfm(57/7 (BON)

On introduit : . . .
J+ - JI + ZJy
Jo = Jp —iJ,
Grace aux relations de commutation avec ces nouveaux opérateurs, on montre que :
— Jy |7, j,m) est un vecteur propre de J2 associé a la valeur propre j(j + 1)h2
— Jy |7, 7,m) est un vecteur propre de J, associé & la valeur propre A(m + 1) (J; est

l'opérateur qui permet de monter dans les valeurs propres)
— J_|7,7,m) est un vecteur propre de J, associé a la valeur propre fi(m — 1) (J_ est
lopérateur qui permet dedescendre dans les valeurs propres)
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A

Avec J_J, = J* — J2 — hJ., on obtient :

2
>0

<Tv.j7m’ j*jJr |T7.j7m> = Hj+ ’Taja m>

= R(j(j + 1) = m? —m)
= W —m)(j +m+ 1)

Donc m € [—j — 1, ]
Avec J,J_ = J? — ]2 + h.J., on obtient :

2
>0

<Taj7m| j—l—j— ’Tuja m> - Hj— |T7j7m>
= 1*(j(j +1) —m* + m)
=1*(j+m)(j —m+1)
Donc m € [—j,j + 1]

Conclusion :

6.2.5 Valeurs de j et m

Grace aux opérateurs j+ et j_, on montre qu’il existe des états |7, j, m) orthonormés
avec j demi-entier positif et m € {—j,—j+1,---,5—1,7}. On a donc m € [[—7,j]] & un
facteur % prés, soit 2j-+1 valeurs de m.

T2\, 5,m) = j(j + VA2 |7, 5, m)

= /(G +1) —m(m+1)|r,j,m+1)
- h\/j(j+1)—m(m—1)|7',j,m—1>

J+|7_7j7

m)
J.|7,4,m) = mh|r, j,m)
m)
J_ |7, ,m)

6.3 Moment cinétique intrinséque : spin

6.3.1 Expériences

Pour expliquer les observations, les particules élémentaires sont caractérisées par :

— leur position 7

— leur impulsion p’

~ Popérateur S moment cinétique avec S2 de valeur fixe s(s + 1) (s fixe) tel que le
moment cinétique de la particule soit :

J=L+S=FAp+ S
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et son moment magnétique :

>

m=-y

avec v le rapport gyromagnétique.

6.3.2 Spin 1/2

Pour une particule de spin % tel que le proton, le neutron ou 1’électron, les états
possibles sont :

On obtient alors :

Ji|+) =0
Jy|=) = hl+)
J_|-)=0
J_|+) =h|-)

On a deux états possibles : I'espace de Hilbert est donc de dimension 2 de base
{|4+),|—)}, bien que le spin représente un moment cinétique intrinséque d’une particule
donc un vecteur dans un espace a 3 dimensions. Avec les relations |+) = \%(H—)Z +]-).)

et |£), = J(1+). £i]-).)

jz_g((l) —01)
r-3(14)
=37 %)
o1 )
Fea(t0)
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6.4 Reésonance magnétique

6.4.1 Dispositif expérimental

On excite une particule avec un champ magnétique de la forme (dans la base {€,, €,,€.}) :

By coswt
B = By sinwt
By

Le moment magnétique de la particule est alors :
i = 4§
L’hamiltonien d’une particule dans un champ magnétique est :
H=—-m B= CL)()SZ + wy (5} coswt + S’y sinwt)

avec wyg = —yBy et w; = —7B;.

~

6.4.2 FEvolution de <§>

D’aprés le théoréme de Ehrenfest :

ihi <5’>x = <[§x, f[} > = wo(—ih <gy>) + w; sin(wt)ih <Sz>

dt
% Sy = —wp <Sy> + wy sin(wt) <§Z>
o= % Ay - Wo <S”x> — wy cos(wt) <§Z>
4 S.) = —w;sin(wt) <Sx> + wy cos(wt) <gy>

Dans le référentiel tournant avec Bj :

St Sy coswt + Sy, sinwt
% = —S,sin wt + S,y cos wt
S = S,

% Sy = (w—wp) <§1’/>
405 = —(w—wy) <s> —w <s>
% Slz = w1 <S;>
Supposons que a t=0,
_ S,

>
eI 0
I
S
~_—
I
)
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Si |w — wg| >> w1, pour tout instant t <§1’/> = <5¥c> ~0

Siw=uwp:
a5y =
4(5) = —w(8) 22 (%) +wt (8) =0
$(8) = w(s)
Donc : A
SL) = Spcoswit
SN = —Sysinwgt

On a donc que le vecteur de spin ou de moment magnétique de la particule tourne a
la pulsation w; dans le plan (zOy’) tournant a wy avec él. Cette rotation peut induire
un courant dans une bobine qui sert de détecteur et qui permettra d’en déduire v avec
wy = vBy. v étant caractéristique de chaque espéce chimique voire méme isotope, on peut
ainsi faire une analyse isotopique d’un mélange en répérant les différentes résonances
induites par un champ B, tournant a la pulsation w. De plus, v dépend légérement de
la liaison chimique et 'amplitude du courant induit & la résonance pour une espése est
proportionnelle a sa concentration. Enfin, en appliquant un champ inhomogeéne (gradient
de champ), on peut faire cette analyse sur différentes profondeurs : ¢’est 'IRM.

6.5 Moment cinétique orbital

6.5.1 Valeurs propres de ﬁz, L2

En coordonnées sphériques :

j_h( 0 O9N_hO
== \Coy Vo) T 00

Soit, ¢, (7,0, @) une fonction propre de L,

h 0

;a_¢¢m(7na (9, ¢) = mh¢m<ra 97 ¢)

Gm(1,0,0) = d(r,0,0)e™?

Or ¢ (r,0,0) = dm(r,0,¢ + 27) donc ™™ =1 donc m est entier donc j est entier.

6.5.2 Harmoniques sphériques

5 1 0 0 1 92?2
L2:— 2 I -~ i
h <sin980 056+ 7000 )
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L2 ne dépend pas de 2

8
id
L:t = he <j: 0 + ZCOtCLTLQ—)

Il existe des vecteurs propres indépendants de r. On pose Y}, (0, ¢) les harmoniques
sphériques :

~

L¥Y (0, ¢) = Il + DR*Y(0,¢), €N
L.Yim(0,6) = mhYi(0,¢), m € [-1,1]

Yin (0, 0) = €Y1 (0,0)

Pour 1=0, on a donc Yy (0, ¢) = \/LE : I'orbite suivie est un cercle.

Pour 1=1, on a des roses polaires a 2 pétales :

= Y11(0,0) = =/ sre " sind
- Yi0(0,0) = ,/%cosé’
- Y11(0,¢) = /&esind

6.6 Moment cinétique et rotations

~
—

Avec J =L + S, la rotation autour de Oz d’un angle « s’effectue par I'opérateur :

e w

Pour la rotation d’une particule de spin 1/2 :

‘_ 1 1> ia 11> 1;11>
J:—’m:— = e h U2 -, = — -, =

2 2 tourné de « 272 2°2
Si o = 2, alors}2,2> =

. tourné d'un tour > 2> Le signe moins ne change que la phase :
il n’est donc pas important tant que la partlcule reste seule, mais avec plusieurs particules
cela peut conduire a des interférences.

1 1% 11 faut donc tourner la particule de

Sia = 47T alors |2’ 2 /tourné de deux tours
deux tours pour revenir a son état initial.
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o
- \“H\\ |_|_:> }
/ 4 \
. -"II.{ s a g ! A
o x) /
Ilff '|IIII
| 1
i
I Vg d 5 & 1
If N \‘
- / i I-

F1G. 6.1 — Dans l'espace réel dans lequel nous vivons, les angles entre les vecteurs repré-
sentés sont doubles : |+) et |—) s’opposent car ce sont des moments cinétiques opposés.
Dans 'espace hermitien des spin, ils forment en revanche une base orthogonale de dimen-
sion 2. Sachant le rapport 2 qu’il y a entre cette représentation des angles et la réalité, on
comprend pourquoi il faut opérer 2 tours sur une particule dans ’espace réel pour qu’elle

retrouve son état de spin initial dans l’espace hermitien.



|Chapitre 7

Résolution approchée de I'équation de
Schrodinger

On se place dans le cas ou H est indépendant du temps. L’équation de Schrédinger
n’est soluble que dans de rares cas : puits carré, potentiel harmonique... Dans le cas géné-
ral, il faut utiliser des méthodes numériques : la méthode variationnnelle ou la méthode
perturbative.

7.1 Méthode générale des perturbations stationnaires

On pose H = Hy+ f[l, avec Hy la partie prépondérante de H dont on connait les
solutions stationnaires analytiques :

Hy|n,i) = E,|n,i)

H, est "petit", assimilé & une perturbation. On fait alors un développement limité en
puissance de H pour cela on pose H, = )\H’ avec A << 1 et "H’ Hy" -

[0y = [ho) + Alhr) + A [iha) +
E Eo) —|—>\E + )2 E(2

H|Y) = E) aveCH H0+)\H’

Ensuite, on identifie les puissances de \ dans les polyndmes obtenus et on applique les
conditions de normalisation :

(Ylv) =1 < (Yoltbo) + AM{(Woltn) + (¥r1|e)) + A*... =1

En identiant les coefficients du polyndémes en A :

(Yolo) =1, (tholthr) + (Y1|the) = 0

61
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rd pd

7.2 Niveau non perturbé non dégénéré

(Ho-+AH}) ([tho)+X [1) 422 [2)+. ..) = (Eo)+AE @)+ X Egy+. . ) ([o)+ A [1h1)+A% [ih)+. . )

A Vordre 0 : X
Hy |[v0) = E) %)

Vo) = n), By = En

7.2.1 Energie a ’ordre 1
On identifie les coefficients en ! :
Ho |[¢1) + H In) = Ey [v1) + Eqy |n)
On multiplie chaque membre par (n| :
Eqy = (n| Hi |n)
L’énergie a 'ordre 1 est donc :

E = E, + X{(n|H||n) = E, + (n| H, |n)
7.2.2 Vecteur propre a ’ordre 1

Ho [¢n) + Hi |n) = B [41) + Eq) In)

On multiplie chaque membre par (n/| avec n' # n :

A /]f[/
L () + (| 1 ) = i o i) <> () = oL
Or >, |n') (n'| =1, donc

|11) = Z (n' |1y |n'y = (n|ir) |n) + Z ) |

n/ /#n

Avec la normalisation on a :

(n[tr) + (¢rln) = 0 = Re({n[¢r))

Si on impose a |11) une phase de sorte que (n|yy) € IR, alors (nfiy;) =0
Le vecteur d’état a 'ordre 1 est donc :

| o), (0| )
=)+ 3 30 Gy =y + 32 AR
n'#n n'#n n n

On a une condition nécessaire de convergence avec ‘(n’] H, \n)‘ << |E,—El|
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7.2.3 Energie i 'ordre 2

On identifie les coefficients en \? :

Hy [2) + ﬁi V1) = By |[t2) + Eqy [1) + Eg) [n)

On multiplie chaque membre par (n| :

Ey, (n|y2) + (n| H [tn) = B, (n|v2) + Eqy (nftn) + Egg)

On a donc : . .
; (n| H[n') (0| Hy |n)
By = (n Hj[un) = ) =

n'#n

L’énergie a I'ordre 2 est donc :

~ 2
(] 11 )
E, - E!

E=E,+ (n|Hn)+ )
n'#n

’, »

7.3 Niveau non perturbé dégénéré

A Tordre O, Hy |1o) = E, |th). |1ho) est dans un sous-espace propre tel que :
[o) = Y eI, i)

On s’intéresse & I'énerige & 'ordre 1 : on identifie donc les coefficients en \! :
Ho [v1) + Hi |n) = E, |[¢1) + Eqy |n)

On multiplie chaque membre par (n, i :

Z (n,i| H} |n, ') ¢y = Eqyei

7:/

f[{ est donc restreint au sous-espace propre de [ig). Ainsi pour toute les valeurs de i
on a le systéme :

C1 C1
<n72|f{{ |n7i/> .( - E(l) ./
. 7

Donc Ep) est une valeur propre de I:[{Hn Il reste & diagonaliser la perturbation f[ﬂn
dans le sous-espace propre de [1)y) = |n) : E(1) a alors plusieurs valeurs possibles, chacune
associée a un |vy).
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7.4 Méthode des variations

7.4.1 Propriétés de I’état fondamental

Soit Ey I’énergie de 'état fondamental, |¢po) le vecteur d’onde associé et on pose |¢) =

> Cn [ On). Alors :
(W H ) = chew (6l H |¢n)
= Z |Cn’2 Ey,

> 5 |l = B

Donc V [1)) € €, (| H 1)) > Eq

7.4.2 Principe de la méthode

On commence par rechercher une classe de fonctions d’essai |¢()\)) dont on subodore
qu’elles peuvent étre solution de notre probléme, avec A un ou plusieurs parametres ajus-
table(s). Il faut alors minimiser E(\) = (¢(\)| H |p(N)), et on espére que minyE(\) = Ej.

7.4.3 Exemple

Appiquons cette méthode au potentiel harmonique, en essayant la fonction d’onde

Pa(r) = Ag;ﬂa On a alors :
(Oal Hlgy)  h2 1 L.,
E(A) = = + —mwyA
W =Toon a3
fuww huw
minE()\):—0>E0:_0

V2 2
On a donc une bonne approximation de I’énergie mais une mauvaise approximation

sur la fonction d’onde du fondamental (lorentzienne au lieu d’une gaussienne mais a priori
si on utilise cette méthode c’est qu’on ignore la solution analytique).



Chapitre

Systemes a deux particules

Les propriétés spécifiquement quantique que nous avons abordées sont :

— l’aspect ondulatoire = le principe de superposition

— l'aspect particulaire = les probabilités

— la dualité onde/corpuscule = principe d’inceritude

Nous allons ici découvrir une nouvelle propriété propre a la mécanique quantique : la
corrélation quantique.

8.1 Produit tensoriel d’espaces de Hilbert

8.1.1 Exemple simple

Soit deux partcules ponctuelles :

— particule 1 : ¥(7, t)

— particule 2 : ¢/ (7, t)

L’ensemble des deux particules va alors étre décrit par une fonction d’onde " (7, 75, t)

tel que [ (7, 5, t)]z est la densité de probabilité de trouver la particule 1 en 7 | ET || 1a
particule 2 en 5. Rappelons que dans le cas classique de I’électromagnétisme, lorsqu’on
combine deux ondes électromagnétiques, on obtient une onde somme décrite par seulement
3 variables spatiales. Ici, on en a 6.

8.1.2 Notion générale de produit tensoriel

La particule 1 seule est décrite par [11) € & de dimension d; et de base {|u:)};c(y 4,
La particule 2 seule est décrite par [¢») € & de dimension dy et de base {|v;)}, i 4

L’ensemble des deux particule 1 et 2 est décrit par [¢)) € € = & ® & de dimension

di x dy et de base {|ui) @ [V;)}; e (1.4 OB POSE [ug) @ [v7) = [us, v5)

VIY) €&, ) =) |u) ® |vy)

0]

<ui7 Uj|u2-/, Uj’) = <Uz|ul/> vjvj/ = 51'/2'(5]'/]'

65
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W) =D Ay
0,

Soit A; un opérateur agissant sur la particule 1 (matrice d1 x d1) et B, un opérateur
agissant sur la particule 2 (matrice d2 x d2). Alors A; ® B est un opérateur agissant sur
E=ER®E:

(A1 ® By) |ui, v;) = (Ay [w) @ (By |v;))

Cas particulier de 'opérateur ne s’appliquant qu’a une de deux particules :

77A177 _ Al ® 1,
7aB277 -1, ® BQ
[7?14177’77 .BAQ”i| -0

Dans la suite de I'exposé, on identifira "A;" & A;.

8.1.3 Etat factorisé, état intriqué

Un état |1) est factorisable s'il existe [i)1) € & et |ig) € & tel que :
) = |v1) ® [vh2) & (P2, 72, 1) = P(71, 1) X Y(72,1)

Ces états factorisés forment un espace de dimension d; + dy dans £ qui lui est de
dimension d; xdy. Ainsi, il existe des états [1)) € € non factorisables appelés états intriqués.

Mesures sur |1))

On pose Aj |u;) = a; |us) et By |v;) = b; [v;). Alors :
— a; est valeur propre de A; ® 1, de vecteur propre associé |u;) @ |1h9) pour toutes
fonctions d’onde [¢y) € &

A, [ui) @ [h2) = a; [ug) @ [¢)a)

— b; est valeur propre de 1; ® B, de vecteur propre associé |¢) ® |v;) pour toutes
fonctions d’onde |¢1) € &
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Mesures sur un état factorisé
Soit un état factorisé |1) = [11) ® |1)9). La probabilité de mesurer successivement

(ajy, bj,) est :

A oA 2 . A
Ploy (@i, i) = || Qo Paa 00| avee iy = fus) (i) @ 12, Qs = 10 o) (oo

2

HTZJ)(aiovbjo) = ”Qjopio W>

= |[{uig |91 J1tig) ® [034) w02
= [uio[1)|” {50 [92)[”

On obtient le produit des probabilités : les deux mesures ne sont pas corrélées. Aprés
la mesure de Ay, 'état |¢) devient |u;) ® |19) : la réduction du paquet d’onde ne concerne
que la particule 1. Aprés la mesure de By, 'état devient |u;,) @ |v;,)-

Mesures sur un état non factorisé

Soit un état factorisé [v) = >, Aij [us, v))
Py [9) =Y N i, v3) = [uig) @ > Nigj [v5)
j j

L’état devient factorisé et I'état de la particule 2 dépend de ce qui a été mesuré sur la
particule 1!

8.1.4 Fonction de corrélation Cyp

Pour un état factorisé ) = |[11) ® |¢9) :

(U] ® (ol A1By [th1) @ [iha) = (thr] Ay [1) (2| By Jtha) = Cap =0
Pour un état intriqué |¢) = 3. Aij [uiv;), avec Ay |us) = a; |u;) et By |v;) = bj |vj) -
<A1.BQ> = Zaibj |>\ij|2
]

Ainsi a priori on a C4p # 0 pour un état intriqué.
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Cherchons a quantifier C'yp : d’aprés la relation d’Heisenberg généralisée, on a :
1 S 2
APANB = ‘< [Al, Bz} >‘ L0, =02,

& |Cupl < AAAB
De plus on a |Cap| = §AIB si 6A et 0B sont proportionnels.

N B delta(A)
iH
delta(B) | gl => Bonne corrélation

I | R 1
A >
b' e IRy SO il 1| .................. L i, DEIta(BHd-{ DEI!EI{B)

| |

| |

| |

|

|

|

|

|

|

|

|

a B
Delta(A) = k*Delta(B)
== Corr¢lation
parfaite
0 «::;.\> l. A

F1G. 8.1 — Exemples de corrélations

8.1.5 Théoréme de non-clonage

Supposons que l'on puisse créer un appareil capable de cloner une fonction d’onde [1))
en deux fonctions d’ondes identiques |¢) € & et |[¢) € &. Ainsi on aurait :

) N ) @ [o)
6) T 6) @ |6)
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Cet appareil étant quantique, il est linéaire donc :

7= (10)+ 16) S5 2 (1) + |9) @ (1) +16)

Sl

o () + o) " jg (10) @ [9) + |6) © |6))

S

(I) +1o)) @ (19) +19)) # % () @ [¥) +19) @ |¢))

DN —

Il n’est donc pas possible de cloner un état |1)) car sinon on a violation de la linéarité
et on pourrait mesurer précisément la position sur un clone et précisément I'impulsion sur
un état clone ce qui violerait I'inégalité d’Heisenberg.

8.1.6 Autre exemple de produit tensoriel

Pour une particule a spin :
‘w> € gposition & gspm = {|$7 Y, Z> ® |]7 m]>}

Ainsi (j, mj, z, y, 2|1) = jm, (2, y, 2)

8.2 Deux particules de spin 1/2

8.2.1 Position du probléme

Soit deux particules de spin 1/2 :

— particule 1 de vecteur d’état |s;,m;) € &

— particule 2 de vecteur d’état |sy, msg) € &

Ainsi & € & = {|s1,m1, 52, ma)}. Or 51 = s9 = % et my = my = j:%.
Donc |s1,mq, Sg, ma) = |my, mg) est :

— état propre de S2 et de S2 avec pour valeur propre associée 3p?

— état propre de S, avec pour valeur propre associée mih

— état propre de Sy, avec pour valeur propre associée mqh

8.2.2 Moment cinétique total

§:S1®12+11®§2:§1+§2681®52
S est un moment cinétique car [gx, bﬂ = ihS,.

Donc il existe des vecteurs |s,m) vecteurs propres de 52 de valeur propre associée
s(s+ 1)h? et de S, de valeur propre associée mh.
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—

§= 82+ Sa2 (S + Sud+ i) = | S H = [ H ] =0
gﬁgﬁ@jkgﬂ%gﬂ:o
{QZ, 512, 5’%, SZ} est un ensemble d’observables qui commutent. Il existe donc une base
commune {|s, 1, s9,m)} de vecteurs propres communs & ces observables.

8.2.3 Relation entre les bases

{Im1,ma)} < {]s,m)}

Avee S, [my, ma) = (my + ma)h|my, my), on en déduit la matrice diagonale dans la
base {‘++> ) ’+_> > ’_+> ) ’__>} :

o O O

S.=h

o O O
o O OO
o O OO

Avec la relation gi = Sx + iS'y, on obtient :

~
—

S =524+ 52428, + 51,9 + 5, 5,

Puis on en déduit la matrice de 52 (non diagonale) dans la base {|++) , |+—),|—+),|——)} :
2 0 0 0
B 2| 01 10
ST=n 0110
00 0 2
On a donc :
1 1
= gma=g) =l =tm=b="11"
1 1
%mz‘?mf*5>:w=Lm=—D=”u”

On diagonalise la matrice 2x2 centrale : on trouve deux valeurs propres 2 et 0. Comme

les valeurs propres de S2 sont de la forme s(s 4 1)A2 :
— pour 0, s=0 d’ou le vecteur propre associé \/Li (|4+=) = |—+))

0,
1

m
,m

0)
0)

|s
|s

~ pour 2, s=1 d’ou le vecteur propre associé \% (|4+=) +|—+))
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D’ou les états propres de 52 et S,

~Js=1m=-1)=|--)
~ls=Lm=0)= 75 (4+=) +[-+))
—ls=1m=1)=|++)

“ls=0m=0)= 5 (+-) —|-+))

Les 3 premiers vecteurs sont appelés états triplets et le dernier état singulet.

8.2.4 [Etat singulet

L’état singulet est un état intriqué. En effet la probabilité de trouver 1’état :

DO =R [0 | =10 | =

N l\;lF [\j» l\'j»
o

Par conséquent AS;, = AS,, = g et :

1 h?
(jslzs2z - § <}__Z_) _%

On a corrélation parfaite! L’anticorrélation entre S;,,5:, se généralise a Sy,,52, et

Sly7S2y-

De plus pour 'opérateur rotation :

05—z

e m |s=0,m=0)=|s=0,m=0)

[’état |s = 0, m = 0) est donc invariant par rotation donc sphérique.

On peut montrer que <§1 -652 . E> = —a- EA§1A§2 = y(ﬂ;AglAgg avec 6,5 des

vecteurs quelconques unitaires.
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8.3 Vous avez dit corrélations quantiques ?

8.3.1 Corrélation quantique

@

appareils de Stern - Gerlach

A (Alicé) B (Bob)
Arcturus Bételgeuse

F1G. 8.2 — Sachant qu’on part d’un état parfaitement corrélé, si Bob mesure un spin +1/2
pour la particule 2, alors il est certain qu’Alice mesurera un spin -1/2 et vice versa. Il y
a comme un effondrement instantané du paquet d’onde malgré la distance pour les deux

particules simultanément.

8.3.2 Corrélation classique

Un marchand de gants envoic a

— chacun un des gant d'une de ses paires

7/ \'\" f \
{ ‘ 1_,/"/ e sty "
\ ) < ——
-\\ /.! =

A (Aiice) B (Bob)

Arcturus Betelgeuse

FiG. 8.3 — Si Bob regoit un gant gauche bleue, alors il sait instantanément qu’ALice
recevra un gant droit bleu et vice versa : il y a une corrélation parfaite la aussi
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8.3.3 Paradoxe Einstein-Podolsky-Rosen (1935) et inégalités de
Bell (1964)

Einstein,Podolsky et Rosen ont mis en évidence un paradoxe de la mécanique quan-
tique en 1935 qui peut s’illustrer par 'exemple suivant. Si, pour un état singulet donc
parfaitement corrélé, la mesure de S, donne une incertitude nulle sur Sy, et si de méme la

mesure de Sly donne une incertitude nulle sur S’gy, alors ASQmASQy =0.Or [S;m, S;y} #0

donc d’apres I'inégalit¢ d’'Heisenberg AS'%AS'Qy > kh > 0 : on a une violation apparente
de cette propriété fondamentale de la mécanique quantique (celle qui permet d’expliquer
les interférences de particules pour les trous d’Young...). Einstein, Podolsky et Rosen sug-
gérent que la mécanique quantique n’est pas compléte dans sa description de la réalité
et qu’il existe des variables cachées qui pourraient résoudre ce probléme. Ces variables
pourraient étre, dans un cas classique, la connaissance de tous les paramétres nécessaires
pour savoir si une piéce va tomber du coté pile ou du coté face ou le numéro de série de
la paire de gants envoyée (ce qui permettrait de savoir leur couleur sans ouvrir la boite).

Bell publie en 1964 un article qui suppose l'existence de ces variabes cachées et dé-
montre des contraintes fortes imposées a la mécanique quantique utilisant ces variables.
Posons A cette variable, alors

<A1é2> = /d)\p()‘)Al(A)Bﬂ)‘)

Or a priori en mécanique quantique "normale" :
1Bl = [vas + va + Vs — Yaw| <4
Avec les variables cachées, Bell montre que :

|B] <2

oV
oy

o\

FiG. 8.4 — Configuration simple pour trouver des conditions sur les inégalités de Bell

Par un calcul de mécanique quantique, dans la configuration ci-dessus, on trouverait :

1
Bl=4x —==2V2>2
Bl=1x 7
Par des expériences sur des photons, Alain Aspect parvient a mesuré en 1980 |B| ~
21/2 avec une incertitude suffisamment faible pour que I’hypothése des variables cachées
soit rejetée.
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